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对高分子物理学中混合自由能-组成曲线与相图的讨论

卢大伟*,徐渤钧
(北京化工大学材料科学与工程学院,北京

 

102299)

摘要:本文针对高分子物理教材中的自由能-组成曲线与相图进行了进一步的阐释与解读。将自由能组成曲线

三维图示化,并对相图进行直观展示与探讨。从数学的角度讨论了自由能-组成曲线走势的影响因素,进一步

阐明了公切点有别于双节点,并证明了相分离后分离态的组成为自由能曲线公切点的横坐标。证明方法易懂,

具有启发性,便于学生接受,能够作为高分子物理中相分离热力学知识体系与教学思路的有益补充。
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

free
 

energy-composition
 

curves
 

and
 

phase
 

diagrams
 

in
 

polymer
 

physics
 

are
 

discussed
 

and
 

interpreted.
 

The
 

free
 

energy-composition
 

curve
 

is
 

presented
 

in
 

3D
 

illustration,
 

and
 

the
 

phase
 

diagram
 

is
 

dis-

played
 

and
 

discussed
 

intuitively.
 

The
 

factors
 

influencing
 

the
 

trend
 

of
 

the
 

free
 

energy-composition
 

curve
 

are
 

dis-
cussed

 

from
 

the
 

point
 

of
 

view
 

of
 

mathematics.
 

It
 

is
 

further
 

clarified
 

that
 

the
 

common
 

tangent
 

point
 

is
 

different
 

from
 

the
 

binodal
 

point.
 

It
 

is
 

proven
 

that
 

the
 

composition
 

of
 

separated
 

states
 

after
 

phase
 

separation
 

is
 

the
 

abscissa
 

of
 

the
 

common
 

tangent
 

points
 

of
 

the
 

free
 

energy
 

curve.
 

The
 

proof
 

method
 

is
 

easy
 

enlightening
 

and
 

acceptable
 

for
 

students
 

to
 

understand,
 

and
 

it
 

can
 

be
 

a
 

useful
 

supplement
 

to
 

the
 

knowledge
 

system
 

and
 

teaching
 

ideas
 

of
 

phase
 

separation
 

thermodynamics
 

in
 

polymer
 

physics.
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  混合热力学中相分离内容作为高分子物理

的教学重点,涉及的理论推导和计算繁杂、物理

量数目多、需要理解的知识点多,这也使其成为

一个教学难点。这部分内容不仅能够指导高分

子溶液配制,也是聚合物共混物制备的理论基

础,在理论研究和工业生产中应用广泛[1]。遗憾

的是,现行部分教材中对于自由能-组成曲线出

现不同形状的原因、相图的形成过程、曲线的双

节点、公切线在内的部分概念叙述存在表达内容

扼要,不利于学生准确把控的问题[2~6],而这些

内容是相分离热力学的核心内容,对学生能否准

确理解相分离理论的内涵十分关键。因此,本文

基于自由能-组成曲线的三维图像,结合基本的

数学工具探讨解决上述问题,方法易被学生接

受,具有一定的启发性,可以作为高分子物理教

学时的补充和参考。
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1 相分离热力学相关问题出发点

  本文探讨相分离热力学相关问题的出发点主

要基于由Flory-Huggins平均场理论构建的混合

热力学体系,这也是绝大多数高分子物理教材中

所展示的理论体系。由该理论推导得出的混合体

系Gibbs自由能变表达式如下:

ΔGm=NkT ϕ1

x1
lnϕ1+ϕ2

x2
lnϕ2+χϕ1ϕ2  (1)

式中
 

ΔGm 为混合自由能;x1、x2 为两组分的聚合

度;N 为总格位数;χ 为 Flory-Huggins参数;

ϕ1、ϕ2 为两组分的体积分数。k 为Boltzmann常

数;T 为体系温度。教材中相关内容叙述表述的

模糊之处有如下几点:(1)没有从理论上分析自由

能-组成曲线产生不同的形状类型的原因;(2)对于

相图的形成过程阐述较为简单,未做深入讨论;
(3)部分教材认为自由能-组成曲线上的双节点即

为公切点;(4)部分教材认为相分离后分离态的组

分为双节点所对应的横坐标。本文将围绕以上四

个问题展开推导与阐述,同时将结论进行适当延

  

伸与扩展,以期能够加深学生对相分离热力学的

理解,并为讲授者与学生提供一定参考[2~6]。

2 混合自由能-组成曲线与相图

  以χ为x
 

轴,ϕ1为
 

y轴,ΔGm 为z
 

轴将(1)式
三维图示化,选取合适的χ 的取值范围,以三维图

像呈现了小分子-小分子混合体系、小分子-大分子

混合体系、大分子-大分子混合体系的混合自由能-
组成曲线,并给出了三种体系相应的相图,分别如

图1、图2和图3所示。
函数中x1,x2、χ 三个参数决定了该混合自由

能-组成曲线的走势,从上述绘制的三维图中选取

不同的χ 值进行截取,可以得到如图4(a)~4(c)
 

三种不同形状的自由能-组成曲线,其中的第三种

曲线通常被绝大多数教材和文献忽略[2~6],仅能在

部分国外教材和著作中找到些许对此类曲线讨论

的痕迹[7]。

3 对相图的进一步探讨

  绝大多数教材对于相图的展示较为简略,不

  

图1 小分子-小分子混合体系的三维自由能-组成曲线与相图

Figure
 

1 Three-dimensional
 

free
 

energy-composition
 

curve
 

and
 

phase
 

diagram
 

of
 

small
 

molecule-small
 

molecule
 

system

图2 大分子-小分子混合体系的三维自由能-组成曲线与相图

Figure
 

2 Three-dimensional
 

free
 

energy-composition
 

curve
 

and
 

phase
 

diagram
 

of
 

macromolecule-small
 

molecule
 

system
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图3 大分子-大分子混合体系的三维自由能-组成曲线与相图

Figure
 

3 Three-dimensional
 

free
 

energy-composition
 

curve
 

and
 

phase
 

diagram
 

of
 

macromolecule-macromolecule
 

system

图4 (a)纯下凹形自由能-组成曲线示例;(b)W形自由能-组成曲线示例;(c)第三种自由能-组成曲线示例

Figure
 

4 (a)
 

Concave-shaped
 

free
 

energy-composition
 

curve;(b)
 

W-shaped
 

free
 

energy-composition
 

curve;
 

(c)
 

Third
 

type
 

of
 

free
 

energy-composition
 

curve

够直观,这在一定程度上并不利于学生的理解。
因此,本文将在自由能-组成的三维曲线上标出双

节点与旋节点,并将其投影至x,y 平面上,这样便

于直观观察相图的形成,以具有上临界互溶温度

的体系为例,可直观得到以下结论:(1)图
 

2展示

了小分子-与大分子混合体系的相图,当χ 值较大

时,双节线和旋节线均是完整的,因此此时双节点

与旋节点个数均为2,自由能-组成曲线对应于

图
 

4(a)形状;当温度升高,即对应的χ 值减小,双
节线的一支与旋节线重合,此时旋节点个数仍为

2,但双节点个数变为1,此时自由能-组成曲线对

应于图
 

4(c)形状;换言之,对于小分子-大分子混

合体系,自由能曲线随温度升高而变化时,自由能-
组成曲线的变化并非由 W 形直接过渡至纯下凹

形,而会历经中间状态。(2)结合图
 

2展示的小分

子-大分子混合体系相图,随着温度升高,χ 减小,
双节线右支率先与旋节线重合,而后旋节线再度

重合,只剩双节线左支。相图这样的变化趋势反

映出双节点与旋节点的变化:随着温度升高,χ 值

减小,首先历经一个双节点和一个旋节点重合过

程,而后历经两个旋节点合二为一的过程,此时的

另一个双节点充当临界点。多数教材在讨论相图

时因为对数据的进一步修约处理,易造成学生错

误地认为2个双节点和2个旋节点在临界状态时

同时重合的假象。实际上,只有当混合的两个组

分的单元数相等时才会出现这样的情况(x1 =
x2),对应于图1、图3展示的小分子-小分子和大

分子-大分子混合体系。

4 对不同自由能-组成曲线形状形成
的探讨

  因体系混合 Gibbs自由能变函数表达式复

杂,难以直观地从表达式理解自由能-组成曲线形

状的变化,笔者已通过三维图像的形式对表达式

进行直观解析,下面进一步利用导数,数形结合,
探讨x1,x2、χ 对于曲线形状的影响。

为了便于表述,以x 充当自由能表达式中的

ϕ1,进而将自由能-组成曲线写成符合数学习惯的

一元函数形式:

f(x)=
x
x1
lnx+

1-x
x2
ln(1-x)+

χx(1-x) x∈ (0,1) (2)

·8531·



10期 卢大伟等:对高分子物理学中混合自由能-组成曲线与相图的讨论

f'(x)=
1
x1
(lnx+1)-

1
x2
[ln(1-x)+1]+

χ(1-2x) (3)

  若该曲线为纯下凹形,则其导数只有一个零

点;若该曲线为 W 形,则其导数有三个零点,此时

方程 1
x1
(lnx+1)-

1
x2
[ln(1-x)+1]=χ(2x-

1)有三个根。设三个零点所对应的横坐标分别为

x0,xq,xp ,另设

g(x)=
1
x1
(lnx+1)-

1
x2
[ln(1-x)+1]

(4)

t(x)=χ(2x-1) (5)
则形成 W形曲线需满足以下条件:

当x∈ 0,x0  时,f'(x)<0;g(x)<t(x)
当x∈ x0,xp  时,f'(x)>0;g(x)>t(x)
当x∈ xp,xq  时,f'(x)<0;g(x)<t(x)
当x∈ xq,1  时,f'(x)>0;g(x)>t(x)

  结合零点存在定理与罗尔定理即可证明:在
区间(xo,xp)和(xp,xq)之中必定各存在一点使

  

g'(x)=t'(x),此处不再赘述。即符合 W形曲线

增减性趋势的同时,必定满足其相应的拐点条件,
因此只需讨论交点个数就能判断曲线是否为 W形。

图5中的对比展示出,x2 的增大“助推”形成

W形曲线的条件的满足,图6中的对比展示出,χ
的减小“阻碍”形成 W 形曲线条件的满足,若要满

足W形曲线形成的条件,χ的减小需要x2的增加

来补偿,当χ 减小到一定程度时,增加x2 也将无

济于事,如图6(d)所示。
相比于聚合物溶液体系,聚合物与聚合物的

共混过程中相分离现象更为常见,图7的对比展

示出x1的增加“助推”形成W曲线的条件的满足。
因此,从使g(x)与t(x)产生三个交点这一效果

来看,x1 与x2 的变化对于曲线的影响是相同的。
而无论x1、x2、χ 如何变化,g(x)与t(x)至少有

一个交点,x1,x2、χ 的变 化 不 过 是 使g(x)与

t(x)的交点个数在1个与3个间不断变换,自由

能组成曲线也因此在具有一个极值点的曲线和具

有三个极值点的曲线间变换。值得注意的是,从

  

图5 (a)x1 =1,x2 =1,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线;(b)
 

x1 =1,x2 =5,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线;(c)
 

x1 =1,x2 =12,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线;(d)
 

x1 =1,x2 =50,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线

Figure
 

5 (a)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2 =1,χ =3);(b)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2 =5,χ=3);(c)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2 =12,χ=3);(d)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2 =50,χ=3)

图6 (a)x1 =1,x2 =50,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线;(b)
 

x1 =1,x2 =50,χ=1.7时g(x)与t(x)函数曲线;

(c)
 

x1 =1,x2 =50,χ=1时g(x)与t(x)函数曲线;(d)
 

x1 =1,x2 =50,χ=0.5时g(x)与t(x)函数曲线

Figure
 

6 (a)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2 =50,χ =3);(b)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2=50,χ=1.7);(c)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1=1,x2=50,χ=1);(d)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions(x1 =1,x2 =50,χ=0.5).
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图7 (a)
 

x1 =1,x2 =1,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线;(b)
 

x1 =5,x2 =1,χ=3;时g(x)与t(x)函数曲线;(c)
 

x1 =12,x2 =1,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线;(d)
 

x1 =50,x2 =1,χ=3时g(x)与t(x)函数曲线

Figure
 

7 (a)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =1,x2 =1,χ =3);(b)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =5,x2 =1,χ=3);(c)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =12,x2 =1,χ=3);(d)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =50,x2 =1,χ=3).

图8可以看出,当x1与x2均较大时(聚合物混合体

系),χ近乎需要减小到0才能避免分相的发生,x1

与x2均为1时(小分子间混合体系),χ近乎需要减

小到2才能避免分相的发生,这间接反映了聚合物

与聚合物不发生相分离时的临界χ 值为0,小分子

与小分子不发生相分离的临界χ值为2。

图8 (a)
 

x1 =50,x2 =50,χ=3时g(x)与t(x)函

数曲线;(b)
 

x1 =1,x2 =2,χ=2时g(x)与t(x)函

数曲线

Figure
 

8 (a)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t(x)
 

functions
 

(x1 =50,x2 =50,χ=3);(b)
 

Curves
 

of
 

g(x)
 

and
 

t
(x)

 

functions
 

(x1 =1,x2 =2,χ=2)

由此可见,x1,x2、χ 的增大将会助推自由能-
组成曲线由纯下凹形曲线向 W 形曲线转变。以

上讨论表明,聚合物分子量的增加和χ 值的增加

会对混合过程不利,聚合物与聚合物的混合一般

也难于聚合物与小分子、小分子与小分子的混合,
溶剂的不良化与两种相互混合的组分 A、B分子

量的增加将更易导致相分离现象的产生,这从另

一个角度印证了混合热力学中的基本结论。也应

当指出,曲线的形状是x1,x2、χ 相互制约,共同作

用的结果。

5 相分离如何使体系能量最低的讨论

  体系发生相分离的推动力是体系自由能的下

降,使体系自由能降至最低是相分离的终极目标。
那么如何才能使分相后分离态的自由能最低呢?
对于 W形的自由能-组成曲线,分相后的组成是否

就是双节点B1、B2 所对应的组成呢? 如果不是,
那么相分离后所得分离态的组分又是多少呢?

为解决上述问题,需要明确以下几点:(1)分
离后分离态必将对应曲线上的两个点;(2)分离态

自由能为两点连线上某点的纵坐标[3]。下面证

明:曲线上的所有点严格大于或等于公切线上

的点。
为了便于表述,以x 充当自由能表达式中的

ϕ1,将 W 形的自由能-组成曲线方程设为符合数

学习惯的抽象函数F(x),将 W形的自由能-组成

曲线的公切线方程设为函数T(x),设两切点所

对应横坐标分别为a,b,另设新函数 D(x)=
F(x)-T(x),现证明在区间[a,b]内,D(x)函
数值恒大于零即可。

∵ 公切点处F(x),T(x)两函数值相等

∴D(a)=D(b)=0,根据罗尔定理:D(x)
满足:

在区间[a,b]上连续

在区间[a,b]内可导

D(a)=D(b)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则存在ξ∈ (a,b),使得D'(ξ)=0
∵ 两公切点的一阶导数为切线斜率

∴D'(a)=D'(b)=0
∵D'(a)=D'(b)=D'(ξ)=0,根据罗尔定

理:D'(x)满足

在区间[a,ξ]上连续

在区间[a,ξ]内可导

D'(a)=D'(ξ)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则存在η∈ (a,ξ),使得D″(η)=0,同理在区间

·0631·
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[ξ,b]上,也存在τ,使得D″(τ)=0
∵T″(x)=0,

 

∴D″(x)=F″(x);而 W形自

由能-组成曲线区间 [a,b]内,仅有两个二阶导为

零的点,即旋节点,∴η,τ组成所对应的两点即为

两旋节点。
根据η,τ的相对大小关系,η 对应左旋节点

的横坐标,τ对应右旋节点横坐标。根据 W 形曲

线二阶导数特征:F″(x)在区间 (a,η)为正,在
(η,τ)为负,在 (τ,b)为正,故D″(x)在区间 (a,

ξ)与x 轴仅有一个交点,(a,η)为正,在(η,ξ)为
负,所以D'(x)在区间 (a,ξ)为先增后减。

∵D'(x)在 区 间 (a,ξ)为 先 增 后 减,且

D'(x)连续;又 ∵D'(a)=D'(ξ)=0
 

∴D'(x)在区间 (a,ξ)恒大于零

∴D(x)在区间 (a,ξ)单调递增,同理可证

D(x)在 (ξ,b)单调递减

∵D(x)在区间(a,b)单调递增后单调递减,
且D(x)连续。又 ∵D(a)=D(b)=0,

∴D(x)在区间 [a,b]恒大于零

故自由能-组成曲线上的点严格大于或等于公

切线上所有点,即公切线低于自由能-组成曲线上

任意两点所连线段。所以相分离后分离态的自由

能落在分离态两相点所连直线上,相分离的结果

是使体系自由能最小,而公切线恰能满足自由能

最小这一条件。因此相分离后组分对应于公切点

所对应的组分。
基于上述证明,曲线最小值点在公切线上方,

故其连线也在公切线上方,因此相分离组分是最

小值点对应的组分是错误的,只有相分离后的两

组分为公切点对应的组分,方可实现体系自由能

最低。若自由能-曲线对称,此时最小值点与公切

点重合,这种情况在实际相分离中极为少见,此处

不再讨论。

6 结语

  本文进一步阐释、解读了有关自由能-组成曲

线的几个问题,用数学的方法讨论了自由能-组成

曲线产生不同形状的原因,并对自由能-组成曲线

上双节点、最小值点、公切点之间的关系从数学的

角度进行论证,并将结论图示化。以上讨论可作

为对高分子物理混合热力学相分离部分内容的有

益补充,能够作为学生学习时的资料,也可作为讲

授者的教学参考,能够帮助学生理解各个知识点

之间的深层次关系,一定程度上消除高分子物理

学习过程中前后知识点不连贯的问题。
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